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ABSTRACT. Dans cet article, nous nous interessons a une classe d'exemples bien 
particuliers de feuilletages a feuilles complexes, dont le type diffeomorphe est fixe. lis 
possedent une unique feuille compacte et toutes les feuilles non compactes viennent 
s'accumuler sur la feuille compacte. Nous montrons que la structure complexe le long 
des feuilles non compactes est fixee par la structure complexe de la feuille compacte. 
Et inversement nous montrons que la structure complexe d'une feuille non compacte 
suffit a determiner la structure complexe des autres feuilles. Nous nous servons de 
ces resultats pour discuter des deformations feuilletees des varietes de Hopf, analogue 
feuillete de la notion de grande deformation. 

In this article, we focus on a very special class of foliations with complex leaves 
whose diffeomorphism type is fixed. They have a unique compact leaf and the non- 
compact leaves all accumulate onto it. We show that the complex structure along the 
non-compact leaves is fixed by the complex structure of the compact leaf. Recipro- 
cally, we prove that the complex structure along a non-compact leaf determines the 
complex structure along the other leaves. We apply these results to the study of foli- 
ated deformations of Hopf manifolds, a foliated analogue to the notion of deformation 
in the large. 



0. Introduction 

Soit (X, T) un feuilletage par varietes complexes de dimension superieure ou 
egale a trois. On suppose que T verifie la propriete suivante. 

Hypothese different iable. 

II existe une feuille compacte L diffeomorphe a § 2n_1 x S 1 d'holonomie contractante 
C°° -plate. 

Sous cette hypothese, un voisinage de L dans X est entierement determine a 
homeomorphisme feuillete pres ; et determine a diffeomorphisme feuillete pres par 
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la classe de conjugaison d'un generateur du groupe d'holonomie (cf [C-LN, Chapter 
IV, Theorem 2]). 

Nous nous interessons dans cet article aux structures complexes que Ton peut 
mettre sur ce voisinage de L, et en particulier aux interactions entre la structure 
complexe de la feuille et la structure complexe des feuilles non compactes. 

Voici un exemple d'un tel feuilletage : on quotiente W = C n \ {0} x R par Taction 
engendree par 

(z,t)€W^(g(z),h(t))eW 

ou g est une contraction holomorphe et ou h est un diffeomorphisme de R fixant 
et verifiant \h(t)\ < \t\ pour t ^ (respectivement \h(t)\ > \t\ pour t ^ 0). Dans ce 
cas, le revetement universel holomorphe de la feuille compacte est C n \ {0}. 

Definition. Nous appellerons variete de Hopf une variete compacte complexe de 
dimension n > 2 diffeomorphe d S 2ra_1 x S 1 et de revetement universel holomorphe 
C n \{0}. 

II s'agit de Panalogue, en dimension plus grande, des surfaces de Hopf primaires. 

Les feuilles non compactes sont quant a elles des copies de C n \ {0}. Suivant 
l'hypothese verifiee par h (contractante ou dilatante), il existe un voisinage V de 
L dans X tel que l'intersection C de toute feuille non compacte avec V est de l'un 
des deux types suivants : 

(i) type oo : les feuilles C sont biholomorphes a C™ \ K, ou K est un compact de 
C n contenant 0. De plus, C s'accumule sur L lorsqu'on s'approche de l'infmi. 

(ii) type : les feuilles C sont biholomorphes a K \ {0}, ou K est un compact de 
C n contenant 0. De plus, C s'accumule sur L lorsqu'on s'approche de 0. 

Le but de cet article est de montrer que, si la feuille compacte de (X, J 7 ) est 
une Hopf ou si une des feuilles non compactes est de type ou de type oo, alors 
(X, J 7 ) est essentiellement l'exemple precedent. Plus precisement, nous demontrons 
les resultats suivants. 

Theoreme 1. Soit (X,P) un feuilletage par varietes complexes de dimension 
superieure ou egale a trois verifiant les hypotheses differentiables precedentes. 

Si, dans un voisinage de la feuille compacte L, une feuille est de type 0, ou de 
type oo, alors L est une variete de Hopf. 

Theoreme 2 (reciproque). Soit (X,T) un feuilletage par varietes complexes de 
dimension superieure ou egale a trois verifiant les hypotheses differentiables prece- 
dentes. 

Si la feuille compacte L est une variete de Hopf, alors dans un voisinage de L, 
toutes les feuilles non compactes sont de type 0, ou toutes les feuilles non compactes 
sont de type oo. 

Corollaire 1. Sous les hypotheses du theoreme 1, toutes les feuilles non compactes 
sont de type 0, ou toutes les feuilles non compactes sont de type oo. 



Dans ces conditions, nous dirons que T est de type ou que T est de type oo. 
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Theoreme 3 (uniformisation). Sous les hypotheses equivalentes des theor ernes 
1 et 2, si de plus le feuilletage est de type infini, alors V est CR-isomorphe au 
quotient d'un voisinage ouvert connexe de L ~ C n \ {0} dans C n \ {0} x R par 
Vaction engendree par un couple (g,h) oil g est une contraction holomorphe et ou 
h est un diffeomorphisme de R fixant et verifiant \h(t)\ > \t\ pour t ^ 0. 

Corollaire 2. Soient {X,T) et (X',T') deux feuilletages par varietes complexes 
de mime dimension verifiant Vhypothese differentiable. On les suppose de plus tout 
deux de type infini. 

Alors J 7 et J 7 ' sont CR-isomorphes au voisinage des feuilles compactes si et 
seulement si les feuilles compactes sont biholomorphes. 

Nous ne savons pas si le theoreme 3 et le corollaire 2 restent vrais lorsque le(s) 
feuilletage(s) est (sont) de type 0. 

Dans la derniere section, nous appliquons les resultats et les techniques de 
Particle aux grandes deformations de varietes de Hopf ainsi qu'a une version feuil- 
letee de grandes deformations. 

L'ingredient essentiel du papier est le lemme de compactification uniforme de 
[M-V], que nous rappelons en Section 3. 

1. Preliminaires different iables 

Le lemme suivant est une simple reformulation de Phypothese differentiable. 

Lemme. Sous les hypotheses differentiables precedentes, un voisinage V de L dans 
X s'identifie differ entiablement a un ouvert de la suspension d'holonomie de L^iff x 
R (ou L est le revetement universel differentiable de L). 

Autrement dit, soit h le morphisme d'holonomie de L, qu'on verra comme une 
application lisse de R dans R avec comme seul point fixe 0. Considerons Paction 
de Z sur L x R (suspension d'holonomie) donnee par 

(z, t) € L x R i — ► (p ■ z, h- p (t)) G L x R 

pour p G Z, la notation p- designant Paction holomorphe de p G Z ~ vri(L) sur 
le revetement universel holomorphe L. Elle definit par passage au quotient une 
variete X^ feuilletee par un feuilletage Th a feuilles complexes de codimension un. 
Comme h ne possede qu'un point fixe, a savoir 0, il y a une unique feuille compacte 
biholomorphe a L (par abus de notation nous la noterons encore L) et toutes les 
feuilles non compactes sont biholomorphes a L et viennent s'accumuler sur L. 

Remarquons que Pexemple de Pintroduction est la version CR de cette construc- 
tion (il suffit de remplacer h~ l par h ; l'exposant —1 vient de la definition du 
morphisme d'holonomie cf [C-LN], mais ne joue aucun role ici). Le lemme dit que, 
pour toute structure complexe, un voisinage ouvert connexe de L dans X s'identifie 
differentiablement a un voisinage ouvert connexe de L dans X^. La figure ci-dessous 
illustre la situation. 

Le dessin de gauche represente L x R, celui de droite Xh- La feuille L est en 
gras et le voisinage V est compris entre les deux cercles en pointille. Sur le dessin 
de gauche, le revetement universel L de L est en gras, et le releve V de V est 
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l'ouvert contenant L delimite par les pointilles. Chaque droite verticale represente 
une copie de M 2n ; comme L est diffeomorphe a IR 2 ™ \ {0}, on enleve au dessin une 
ligne horizontale de zeros, indiquee en pointilles. 




Remarquons que L disconnecte V. Dans la suite, nous travaillerons essentielle- 
ment sur un modele a bord et ne considererons que W = L x [0, oof et la restriction 
de V a W. Par abus de notation, on continuera a noter X, V et les varietes a 
bord issues de ce modele. 

Interessons-nous maintenant a la structure complexe standard existant sur ce 
feuilletage (celle decrite dans l'introduction). Puisque nous nous restreignons a un 
modele a bord, elle est donnee comme quotient de W = C n \ {0} x M par Taction 
engendree par 

(z,t) G W i > (g(z),h(t)) G W 

ou g est une contraction holomorphe et ou h est un diffeomorphisme de IR fixant 
et verifiant \h(t)\ < \t\ pour t ^ (respectivement \h(t)\ > \t\ pour t ^ 0). 

Les feuilles C n \ {0} de W ont deux bouts holomorphiquement distincts : le 
bout strictement pseudo-convexe, et le bout infini strictement pseudo-concave. 
Supposons h contractante. On peut preciser le dessin precedent. 

Infini 
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C'est le bout infini des feuilles non compactes qui s'accumule sur la feuille com- 
pacte. 

Si au contraire h est dilatante, le dessin devient : 



Infini 




et c'est le bout des feuilles non compactes qui s'accumule sur la feuille compacte. 

2. Deformations de varietes complexes non compactes 

Soit I un intervalle connexe de M contenant et soit tt : W — > / une famille de 
deformations d'une variete complexe non compacte Wq. 

Remarque. Une telle famille sera toujours supposee differentiablement triviale, i.e. 
W est diffeomorphe a Wq x /. 

Suivant la terminologie de [A-V], nous dirons que tt est localement pseudo-triviale 
si, etant donne K ouvert relativement compact de Wq, il existe JC ouvert relative- 
ment compact de W tel que 

(i) L'intersection de JC avec W$ est K. 

(ii) II existe un CR-isomorphisme entre JC et K x J pour J un voisinage ouvert 
connexe de dans /. 

On peut dans ce contexte non compact prouver : 

Proposition 1. Soit tt : W — > / une famille de deformations d'une variete com- 
plexe non compacte Wq. Soit le faisceau des germes de champs tangents holo- 
morphes sur Wq. Si le groupe de cohomologie if 1 (W ,®) est nul, alors la famille 
7r est localement pseudo-triviale. 

Dans le cas X compacte, l'annulation de H 1 (X, 0) entraine la triviality locale 
de la famille de deformations. Bien entendu, dans le cas non compact, les fibres 
proches W t n'ont aucune raison d'etre biholomorphes a Wq (penser aux exemples 
ou Wq = C et oil les autres fibres sont toutes des disques). 

Preuve. C'est une adaptation directe de la preuve de [M-K, Theorem 3.2, p.45- 
55] pour le cas compact. Elle se fait en deux temps. Etant fixe un recouvrement 
local d'un voisinage V de Wq par des cartes de submersion de W, on construit 
dans chaque carte une serie formelle de telle sorte que ces series se recollent en 
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un CR-isomorphisme formel entre V et une deformation triviale. Ensuite, par des 
precedes de series majorantes, on montre la convergence de ce biholomorphisme 
formel quitte a restreindre V. 

Dans le cas non compact, la partie formelle est exactement identique (la diffe- 
rence etant que le voisinage V ne va a priori contenir qu'une unique fibre complete, 
a savoir Wo). Par contre, pour la preuve de la convergence, les majorations type 
(20) ainsi que les bornes uniformes pour certains cocycles donnees par le lemme 3.7 
de [M-K] ne sont pas vraies sur un voisinage de Wo tout entier, mais uniquement 
sur un voisinage d'un compact de Wo- □ 

En particulier, on a 

Corollaire 3. Toute deformation de C n \{0} verifie les hypotheses de la proposition 
1 pour n > 3. 

Preuve. Par [Sc], on a un isomorphisme entre H l (C n \ {O},0) et iif 1 (C ra ,9) pour 
n > 3. Mais comme C n est Stein, ce dernier groupe est nul. □ 

3. Feuilletages par varietes complexes 
et lemme de compactification uniforme 

Cette section est un rappel de definitions et de resultats de [M-V]. 

Un feuilletage par varietes complexes T de codimension un sur une variete lisse 
M de dimension 2n + 1 est donne par un atlas 

A = {(U i ,<t> i ) ieI | ^jcCxl^^ 1 } 

tel que les changements de cartes 

(z,t) € <f>i(Ui n Uj) — > <j>j o <f>i\z,t) := G M U i n U i) 

sont holomorphes dans la direction tangente, i.e. l'application ^ est holomorphe 
a t fixe. 

Les plaques {t = Cste} se recollent en des varietes complexes connexes, les feuilles 
de T, qui forment une partition de M. 

La structure complexe le long des feuilles est transversalement differentiable dans 
le sens suivant. L'operateur presque complexe J defini sur le fibre tangent au feuil- 
letage TT est lisse non seulement le long des feuilles mais aussi transversalement. 

De fagon equivalente, un feuilletage par varietes complexes sur M peut aussi etre 
defini a partir de la donnee d'un sous-fibre lisse H du fibre tangent TM et d'une 
structure presque CR lisse J sur H tels que H soit integrable (au sens de Frobenius, 
i.e. tangent a un feuilletage lisse) et J soit integrable (au sens complexe) le long 
des feuilles ; ou encore tels que J soit integrable et Levi-plate le long des feuilles. 

Venons-en au lemme de compactification uniforme de [M-V]. Nous nous con- 
tenterons de l'enoncer dans le cas particulier d'un feuilletage verifiant l'hypothese 
differentiable precisee dans l'introduction. Rappelons tout d'abord que si L est 
une variete complexe non compacte de dimension n, si E est un bout de L et 
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H une variete complexe de dimension strictement inferieure a n, alors une E- 
compactification de L par H est la donnee d'une structure complexe sur L U H 
telle que 

(i) Les inclusions naturelles de L et H dans L U H soient holomorphes pour cette 
structure. 

(ii) H soit l'ensemble limite de E. 

Lemme de compactification uniforme. Soit (X, J 7 ) un feuilletage par varietes 
complexes de dimension superieure ou egale a trois verifiant I'hypothese differen- 
tiable. Soit V un voisinage de la feuille compacte L pour lequel la conclusion du 
lemme de la section 1 s 'applique. Soit E un bout du revetement universel L de 
la feuille compacte, et par abus de notation le bout correspondant des feuilles non 
compactes dans V. 

Si L ou si une feuille non compacte de V admet une E- compactification par 
une variete H , alors L et toutes les feuilles non compactes de V admettent une 
E- compactification par H . 

De surcroit, cette compactification est uniforme au sens suivant : il existe une 
structure CR lisse sur V U (H x R) telle que les injections naturelles deV et H x R 
dans V U (H x M) soient CR et lisses. 

Preuve. C'est une application directe de la Proposition 5 de [M-V], apres avoir note 
que le feuilletage peut etre suppose "tame" par [M-V, Corollary 3] (la definition 
de tame dans ce contexte est donnee dans [M-V] ) . La seule difference est que nous 
permettons des compactifications par des sous-varietes de codimension arbitraire, 
alors que tous les resultats de compactification de [M-V] sont faits dans le cadre 
des hypersurfaces. Cependant, les preuves n'utilisent a aucun moment I'hypothese 
de codimension un et fonctionnent verbatim en toute generalite. □ 

4. Preuve du theoreme 1 

On considere le modele a bord de la section 1. Soit iV la trace d'une feuille non 
compacte de T dans V. Alors iV a deux bouts, de meme que L, et l'un des bouts de 
N s'accumule sur la feuille compacte L. Distinguons les cas (i) et (ii) du theoreme. 

Type : Par hypothese N est de la forme U \ {0} avec U ouvert relativement 
compact de C n contenant 0. Et c'est le bout de W qui s'accumule sur la feuille 
compacte L. 

Ceci entraine que N peut etre compactifiee holomorphiquement par un point le 
long du bout 0. Le lemme de compactification implique qu'il en va de meme pour 
L. Autrement dit, il existe une structure de variete complexe sur Lu{0} telle que 
l'injection naturelle L ^ LU {0} est holomorphe. 

Soit g un generateur de Taction du groupe fondamental de L sur L. Alors g 
va se prolonger en un automorphisme de L U {0} fixant 0. L'application g est 
contractante au sens de [Ka], puisqu'il s'agit d'une propriete topologique verifiee 
par le revetement topologique de L. Comme L U {0} est lisse en 0, toujours par 
[Ka, Theorem 1], on en deduit que L est C n , et done que L est une variete de Hopf. 

Type oo : Par hypothese, N est de la forme C n \ K, pour K un compact de C ra . 
Et c'est le bout "infini" de N, note oo, qui s'accumule sur la feuille L. 
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Le lemme de compactification implique que L peut etre compactifiee a l'infini 
en ajoutant une copie de P n_1 , i.e. il existe une structure de variete complexe sur 
L U P n_1 telle que les injections naturelles L^LU P n_1 et P n_1 mLu P n_1 
soient holomor plies. Observons que le fibre normal de P n_1 dans L U P n_1 est 
le meme que le fibre normal de P n_1 dans P n , a savoir isomorphe a 0(1). En 
effet, toujours par le lemme de compactification, toutes les fibres de V peuvent etre 
compactifiees par P n_1 . L'ensemble des classes de Chern des fibres normaux peut 
etre identifie a une famille de classes de cohomologie entieres de P n_1 parametree 
par t G M. En reflechissant un peu, on voit que la propriete d'uniformite du lemme 
de compactification implique que cette famille est continue en t, done constante de 
nombre de Chern associe constant egal a un. 

De ce fait, un voisinage tubulaire T bien choisi de P n_1 dans ZuP ra_1 a frontiere 
dT strictement pseudo-concave du cote de P n_1 d'apres [Ro, §5.2], et done stricte- 
ment pseudo-convexe de l'autre cote. Toujours par [Ro, §4.3, 4.4], il existe done Wo 
un espace analytique de Stein et une injection holomorphe i d'un voisinage de cette 
frontiere dans Wq. Ainsi en recollant le voisinage T a l'ouvert strictement pseudo- 
convexe de Wq borde par l'image i{dT) le long d'un voisinage de dT, on obtient un 
espace analytique compact M contenant une sous- variete H = p ra_1 a fibre normal 
0(1) tel que M\H soit Stein. La figure ci-dessous illustre la construction de M. 

Remarquons que M peut etre supposee plongee dans P N pour N grand avec 
M\H trace de ce plongement dans C^. En effet, il suffit de plonger un voisinage 
de H dans P N envoyant H sur l'hyperplan a l'infini par [Ro, Theorem 5.3] et 
d'etendre ce plongement a tout M par [G-R, Corollary VII. D. 7]. 




W 




Nous affirmons qu'il existe une injection holomorphe de LUP™" 1 dans M et que 
la difference entre ces deux espaces est constitute d'un unique point, appelons-le 
zq. La preuve de cette affirmation s'inspire de [Ka, p. 572]. 

Pour simplifier, utilisons egalement la notation i pour definir l'injection holo- 
morphe de T dans M. Soit g la contraction holomorphe definie sur L. II existe 
T' C T voisinage strictement pseudo-concave de P n_1 tel que g(T' \ P ra_1 ) soit 
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contenu dans T. Via i, on transporte g en un biholomorphisme h defini par 
h = iogoi~ x : i(T' \P n_1 ) — > i(g(T' VP™" 1 )) 

Comme i(T') est strictement pseudo-convexe, h s'etend en un biholomorphisme 
de M prive de i(P n_1 ). On peut alors etendre l'injection holomorphe a L tout 
entier en posant : 

i(z) = h p o i o g~ p (z) pour z£L,g~ p (z)£T 
qui est bien definie grace a la relation 

iog = hoi sur g(T'\F n - r ) 

et qui est defini sur tout L parce que T' \ P ra_1 contient un domaine fondamental 
pour Paction induite par g. 

Considerons maintenant M\i(P n_1 ) plonge dans C N pour un grand N et posons 
S = M \ i(L U P n_1 ). Nous allons montrer qu'il est reduit a un point. C'est un 
compact dont on peut supposer qu'il contient l'origine de C n . En fait, la preuve 
aura pour consequence que c'est l'ensemble des points fixes de h. Notons que 
cela implique a posteriori qu'il s'agit d'un ensemble analytique compact connexe 
dans M \ i(F n ~ 1 ) Stein, done d'un point. Cependant, nous allons devoir proceder 
autrement. 

On remarque que : 

(i) Pour tout z G M\S, pour tout p € Z, on a h p (z) G M \ S. 

(ii) Pour tout z 6 M \ S, le point z^ = linip^oo h p (z) qui est bien defini par 
compacite de S (quitte a prendre une sous-suite) appartient a S ; tandis que Z-oo = 
limp^-oo h p (z) qui est bien defini par compacite de z(P n_1 ) (quitte a prendre une 
sous-suite) appartient a P n_1 . 

On en deduit que la frontiere de S est constitue des limites quand p va a l'infini 
des orbites h p (z). De surcroit, pour tout p € Z, on a h p (S) = S. Par compacite 
de S, quitte a extraire des sous-suites, les suites (h p ) p > et (h p ) p < convergent 
uniformement vers une fonction /i et son inverse definies sur S. D'autre part, 
comme h est une contraction, la suite (/i p ) p >o converge uniformement vers une 
fonction que nous continuerons d'appeler h sur tout compact S' de M contenant 
S. Et d'apres ce qui precede, h envoie S' sur S. Supposons de plus S' connexe. 
Comme h = h oh p pour tout p > 0, ho atteint son maximum en un point interieur 
a S'. Done h est constante sur S' et aussi sur S. Mais h est inversible sur S. 
Autrement dit, S est reduit a un point. 

Ainsi M est topologiquement P n ; et en tant qu'espace complexe, M est une 
variete projective qui possede ( event uellement) une singularite en zq- Soit D le 
diviseur associe a P ra_1 . 

Lemme. La variete projective M verifie 

(i) Son anneau de cohomologie entiere est isomorphe a 
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pour u> un generateur du second groupe de cohomologie. 

(ii) La section nulle du fibre en droites associe a —D est negative au sens de 
Grauert. 

(Hi) La classe de Chern de D est lo. 

(iv) La dimension des sections globales des puissances positives de D est donnee 
par la formule 

n + v 



dim H (M,O(uD)) 



n 



Preuve. La description topologique de la paire (M, D) entraine immediatement (i) 
et (iii) (quitte a remplacer lo par —to). Et nous avons deja vu que le fibre normal 
de D dans M est 0(1), ce qui implique (ii) par [Ro, §5.2]. Finalement, on obtient 
(iv) par un calcul direct. Plus precisement, partant de la suite exacte courte 

Om(-D) -*O m -> O m \d 

et tensorisant par Om(vD), on obtient la suite courte exacte 

— O m {{v - 1)D) — O m {vD) — O d {vD) -> 

Par simple connexite de M, le premier groupe de cohomologie de M a valeurs dans 
O est nul. On deduit de la suite exacte longue associee a la suite precedente pour 
v = 1 que 

H 1 (M,O M (D)) = {0} et H (M,O M (D)) = C n+1 

Par recurrence sur u, on complete le calcul des H° \M ,0 m{vD)) . □ 

Pour conclure, on utilise le theoreme 6 de [H-K] qui affirme qu'une variete com- 
plexe verifiant (i)-(ii) '-(iii)-(iv) , avec 

(ii)' M est Kahler de generateur to. 

est isomorphe a P n . On remarque en effet que, dans la preuve de [H-K], la condition 
(ii)' est uniquement utile pour plonger M dans un projectif de grande dimension 
via le theoreme de plongement de Kodaira applique a 0{D). Mais si Ton remplace 
le theoreme de Kodaira par sa variante singuliere de Grauert, la condition (ii) suffit. 

Des lors, M est P n , done L est C n \ {0} et L est une Hopf. □ 

5. Preuve des theoremes 2 et 3 

On se place dans un voisinage V de la feuille compacte L satisfaisant la con- 
clusion du lemme de la section 1. Considerons les feuilles non compactes. Elles 
s'accumulent sur la feuille compacte. Quand on passe au revetement universel V, 
Paction du groupe fondamental envoie les feuilles non compactes vers un bout du 
revetement universel C n \ {0} de la feuille compacte, a savoir : 

(i) le bout 0. 

(ii) le bout infini. 

Cas (i) : le lemme de compactification uniforme implique que la famille des reve- 
tements universels V peut etre compactifiee uniformement en ajoutant un point a 
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chaque fibre. On obtient ainsi une famille de deformations W dont la fibre centrale 
est L U {0} ~ C n . D'apres la proposition 1, elle est localement pseudo-triviale. En 
particulier, il existe V voisinage de € L U {0} dans W et <j) CR-isomorphisme de 
V dans un voisinage de {0} x {0} dans L U {0} x [0, oof. La compactification etant 
uniforme, 4> envoie le voisinage epointe de € L U {0} sur un voisinage epointe de 
{0} x {0} dans L x [0, oo[. Ce qui prouve le theoreme 2 dans ce cas. 

Cas (ii) : le lemme de compactification uniforme implique que la famille V des 
revetements universels peut etre compactifiee uniformement en ajoutant un diviseur 
isomorphe a P n_1 a chaque fibre. On obtient ainsi une famille W de fibre centrale 
P n \ {0}. 

D'autre part, on a encore la pseudo-trivialite locale de la famille V d'apres le 
corollaire 3. 

Ainsi, comme dans la section 4, on peut pratiquer la chirurgie suivante. On enleve 
a P n \ {0} (respectivement a W) un voisinage du bout de P n \ {0} (respectivement 
du bout de VV) et on recolle un voisinage de dans C n (respectivement d'un 
produit de ce voisinage pare [0, e[) le long d'un anneau (respectivement du produit 
d'un anneau par [0, e[). La difference avec la section 4 est que nous effectuons une 
chirurgie CR. Cela ne pose toutefois pas de probleme particulier car nous recollons 
une variete CR-triviale (voisinage de {0} dans C n produit [0, e[) le long d'un anneau 
produit. 

Cette operation fabrique une famille de deformations VV de P n parametree par 
Pintervalle. Comme P n est rigide, cette famille est triviale au voisinage de la fibre 
centrale. En quittant la famille uniforme de diviseurs et le voisinage de 0, on en 
deduit le theoreme 2. 

Pour finir la preuve du theoreme 3, on se sert de Paction. On possede en effet une 
uniformisation ip de Vo, complement aire d'un voisinage de € VV, a valeurs dans 
C n \ {0} x [0, oof. Sur le domaine d'uniformisation, on peut transporter Paction de 
generateur g en une action de generateur h; mais par Hartogs a parametres, cette 
action s'etend aux fibres completes de C n \ {0} x [0, oof. Remarquons en effet que le 
noyau de Cauchy que Pon peut utiliser ici pour faire l'extension est naturellement 
C°° en le parametre transverse. 

Ceci permet d'etendre ip a un domaine V\ du type 



V_l 
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en posant 

z e Vi i — »fe P o^o g-p(z) eC n \ {0} X [0, 00 [ 
ou p est n'importe quel entier tel que g~ p (z) appartienne a Vq. □ 

6. Deformations feuilletees versus deformations des varietes de Hopf. 

Le point de depart de ce travail etait l'etude des deformations des varietes de 
Hopf. On sait [Ha] que les varietes de Hopf forment une classe stable par petites 
deformations. La question centrale naturelle est 

Question. Est-ce qu'une grande deformation d'une variete de Hopf est une variete 
de Hopf? 

Nous parametrons ici nos grandes deformations par l'intervalle [0,1], mais la 
question est aussi signifiante en parametrant par le disque complexe. 

Rappelons que la deuxieme surface d'Hirzebruch s'obtient comme grande defor- 
mation de P 1 x P 1 , bien que ce produit soit rigide [M-K] , et ce type de questions est 
en general tres difficile. Par ailleurs, on connait des structures complexes non-Hopf 
sur S 2 ™" 1 x S 1 . 

Definition. Soit X une variete complexe diffeomorphe a § 2n_1 x S . Nous dirons 
que X est une variete de Brieskorn-Van de Ven de poids a = (oq, . . . a n ) si son 
revetement universel holomorphe est I'hypersurface quasi-homogene de C n+1 privee 
de d' equation 

W a = {z€ C n+1 \ {0} | z%° + . . . + Tfr = 0} 

ou les Oi sont des entier s naturels superieurs ou egaux a deux de PGCD volant un. 

On trouvera dans [B-V] la construction de telles varietes, en quotientant W a 
par une homothetie ponderee. Tous les choix de a ne donnent pas forcement une 
variete complexe diffeomorphe a § 2n_1 x § . On obtient egalement des structures 
complexes sur des produits spheres exotiques par cercle. C'etait d'ailleurs la moti- 
vation originale de [B-V]. En tout cas, a n fixe, il existe une infinite de n-uples a 
donnant le produit standard. 

Remarquons que le revetement universel d'une Hopf est W^i,...,!), ce qui permet 
d'inclure le cas Hopf dans la construction de [B-VdV] si Ton relache la condition que 
les Oi doivent etre superieurs a deux. Une Brieskorn-Van de Ven n'est pas biholo- 
morphe a une Hopf, car elles ont des revetements universels holomorphiquement 
distincts. En fait, 

Proposition. Si le produit {oq — V) ■ ■ ■ (a n — l) est different de (bo — 1) • • • (b n — 1), les 

varietes abstraites W a et Wb ne sont pas biholomorphes et meme non biholomorphes 
dans aucun voisinage du bout 0. 

Nous remercions Dominique Cerveau qui nous a explique l'argument suivant. 

Preuve. Montrons le resultat par contraposee ; soit / un biholomorphisme entre ces 
deux varietes. On supposera que les <2j sont tous de degre superieur ou egal a deux, 
tandis que les bi peuvent etre egaux a un pour inclure le cas Hopf. On supposera 
egalement que / est definie globalement, le cas local s'obtenant en remplagant dans 
la suite de l'argument C n+1 par une boule de C n+1 centree en suffisamment petite. 
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L'application / s'etend en un biholomorphisme de W a = W a U {0} dans Wb 
flxant 0. Comme W a est une hypersurface Stein de C n+1 , la fleche en cohomolo- 
gie H (C n+1 ,O) — »■ H (W a ,O) est surjective, autrement dit / est la restriction 
d'une application F de C n+1 dans lui-meme ; de meme / _1 est la restriction d'une 
application G. 

Evidemment, F et G n'ont aucune raison d'etre des biholomorphismes de C n+1 et 
ils sont inverses l'un de l'autre uniquement en restriction a W a ou Wb- Neanmoins, 
on peut ecrire globalement 

GoF = Id + h 

ou h est une equation de W a . Comme h est de degre au moins 2, le theoreme 
d'inversion locale implique que F est localement inversible. En particulier F est 
un biholomorphisme d'un voisinage de dans C n+1 sur son image qui envoie la 
trace de W a dans ce voisinage sur la trace de Wb dans l'image. Mais le theoreme 
de fibration de Milnor [Mi] entraine alors que les fibrations associees a W a et Wb 
ont meme nombre de Milnor, i.e. que le produit (do — 1) • • • (a n — 1) est egal a 
(bo-l)...(6„-l). □ 

Comme application des techniques precedentes, on peut montrer : 

Theoreme 4. Soit ir : X — > [0, 1] une famille de deformations dont les fibres X t 
sont des varietes de Hopf pour tout t different de 1. On suppose n > 3. 

Alors la fibre X\ ne peut etre une variete de Brieskorn-Van de Ven. 

De meme, soit tt : X — ► [0, 1] une famille de deformations dont les fibres X t sont 
des varietes de Brieskorn de poids a pour tout t different de 1. Alors X\ n'est ni 
une variete de Hopf, ni une Brieskorn- Van de Ven de nombre de Milnor distinct. 

A vrai dire, nous ne connaissons pas de variete complexe diffeomorphe a S 2n_1 x 
S 1 mis a part les varietes de Hopf et les varietes de Brieskorn-Van de Ven. Done ce 
theoreme laisse l'alternative suivante : soit une grande deformation d'une Hopf est 
une Hopf, soit il existe une structure complexe "exotique" sur S 2n_1 x S 1 dans la 
meme classe de grande deformation que les Hopf. 

Preuve. Plagons-nous dans le cas Hopf, l'argument etant identique dans le deuxieme 
cas. Supposons le contraire. Comme le revetement universel holomorphe X\ de X 1 
est une hypersurface quasi-homogene W a de C n+1 privee de 0, on peut conclure 
de la proposition 1 que la deformation X de X\ est localement pseudo-triviale. 
En effet, on a X\ = W a \ {0} avec de codimension au moins trois dans W a et 
de codimension homologique nulle (puisque W a est une intersection complete, cf 
[A-G, Proposition 3]). On deduit alors de [Sc] l'isomorphisme entre if 1 (Ai,0) et 
H 1 (W a ,Q). Ce dernier groupe etant nul, puisque W a est Stein, les hypotheses de 
la proposition 1 sont verifiees. 

Tout ceci entraine par [Ro] que, pour t proche de 1, les fibres X t peuvent etre 
modifiees par chirurgie au voisinage du bout en un espace de Stein W t . Plus 
precisement, on construit W t en recollant a X t prive d'un voisinage du bout un 
voisinage de dans W a . Notons en particulier que tous les Wt possede une unique 
singularite et sont biholomorphes au voisinage de cette singularite a un voisinage 
de dans W a . 
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En raisonnant comme dans la preuve du theoreme 1, comme X t supporte une 
contraction holomorphe, on a en fait une injection holomorphe de X t dans W t qui 
evite uniquement la singularity. Ainsi X t admet veritablement une completion Stein 
singuliere par un point. Mais X t est isomorphe aC"\ {0}, done admet l'evidente 
completion reguliere par un point C n ; par unicite d'une completion Stein, on aurait 
alors un biholomorphisme d'un voisinage de dans W a a valeurs dans un voisinage 
de dans C n . Contradiction avec la proposition precedente. □ 

Comparons maintenant avec le cas feuillete. 




Definition. Soit M une variete lisse compacte de groupe fondamental Z. Soient 
X et X\ deux varietes compactes complexes diffeomorphes a M. Une deformation 
feuilletee entre X et Xi est un feuilletage par varietes complexes sur le cylindre 
W = M x [0, 1] tel que : 

(i) Les deux composantes de bord sont les deux seules feuilles compactes ; l'une est 
biholomorphe a Xq et l'autre a X\. 

(ii) Le revetement universel feuillete de W est diffeomorphe a M x [0, 1] feuillete 
trivialement par les niveaux de la projection sur [0, 1]. De surcroit, toutes les feuilles 
de l'interieur de W s'accumulent sur le bord (plus precisement un bout s'accumule 
sur une composante de bord, l'autre bout sur l'autre). 

(iii) Les holonomies des composantes de bord sont plates, contractante d'un cote 
et dilatante de l'autre. 

Cela donne le dessin precedent, en prenant pour M un cercle. On a 

Theoreme 5. Soit X\ une variete compacte complexe obtenue par deformation 
feuilletee d'une variete de Hopf Xq. Si l'une des feuilles non compactes de la de- 
formation est isomorphe a C n \ {0}, alors 

(i) X\ est une variete de Hopf. 

(ii) Toutes les feuilles non compactes sont biholomorphes oC"\ {0}. 

(iii) Le revetement universel CR de la deformation privee de X et de X\ est CR- 
isomorphe a C n \ {0}x]0, 1[. 

Preuve. Soit (W, J-) la deformation feuilletee joignant Xq a X\. D'apres le point 
(ii) de la definition de deformation feuilletee, toutes les feuilles non compactes 
s'accumulent sur X et sur X\. C'est done en particulier le cas de la feuille bi- 
holomorphe aC \ {0}. Cela suffit, d'apres le theoreme 1, pour montrer que X\ est 
une variete de Hopf. 

Soit W le revetement universel de W . Notons qu'il est diffeomorphe a C n \ {0} x 
[0, 1] et qu'il possede une projection it sur [0, 1] dont les niveaux definissent un feuil- 
letage a feuilles complexes. D'apres le corollaire 1, toutes les feuilles non compactes 
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sont de type (respectivement de type oo) au voisinage de X\. Et toujours d'apres 
ce corollaire, toutes les feuilles non compactes sont de type oo (respectivement de 
type 0) au voisinage de Xq. On peut done compactifier uniformement W prive 
de X et de X\ en une famille de deformations parametree par ]0, 1[ en utilisant 
deux fois le lemme de compactification uniforme. En utilisant le theoreme de [H-K] 
comme dans la partie 5, on montre que toutes les feuilles sont biholomorphes a P n . 
Mais alors, comme toutes les fibres sont P n , la famille de deformations construite 
est globalement triviale. La compactification effectuee etant uniforme aux deux 
bouts, on en deduit le point (iii) et done automatiquement aussi le point (ii). □ 

Nous ne savons pas si la famille a bord de revetements universels est triviale. En 
effet, chacune des deux compactifications peut etre supposee uniforme d'un cote (i.e. 
en ou en 1), mais pas de l'autre. On peut, en s'inspirant de ce que nous avons fait 
dans les paragraphes precedents, compactifier W en une famille de deformations de 
varietes compactes sur l'intervalle ferme [0,1]. Mais le "defaut" d'uniformisation 
ne permet pas de conclure directement que cette famille est P ra x [0,1]. II faut 
penser que, partant de la famille triviale W = P n x [0, 1], si Ton enleve une section 
s : [0, 1] — > W lisse sur ]0, 1[ mais seulement continue en et en 1, la famille W\s 
n'est pas CR-triviale (cf [M-V, §2]). 
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